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1 Trace´ de trajectoires en FFAG
Le tracking des particules dans les FFAG dans le cadre des projets RACCAM [1] et NuFact [2]
a ne´cessite´ le de´veloppement de deux proce´dures (”FFAG” et ”DIPOLES” dans la suite) de calcul du
champ magne´tique prenant en compte, d’une part les non-line´arite´s transverses, et d’autre part le re-
couvrement des champs de fuite entre dipoˆles voisins. La technique d’inte´gration des trajectoires dans
le code utilise´, ZGOUBI, est de´crite par ailleurs [3], rappelons simplement ici qu’il est ne´cessaire de
connaˆıtre le champ ~B et ses de´rive´es d
n ~B
dsn
a` chaque pas d’inte´gration. Les deux proce´dures, ”FFAG” et




le plan me´dian (z = 0), en utilisant soit une me´thode d’interpolation nume´rique soit une me´thode
analytique. Le champ et ses de´rive´es sont ensuite convertis en coordonne´es carte´siennes puis extra-
pole´s hors du plan me´dian au moyen des e´quations de Maxwell. Cette me´thode a e´te´ valide´e avec
succe´s dans le cas du triplet a` secteur radial de type DFD d’une machine a` protons a` 150 MeV
(proce´dure ”FFAG”) [4, 5], ainsi que (proce´dure ”DIPOLES”) dans le cas de la maille non line´aire, non
scaling, “pumplet”, applique´e aux FFAG isochrones [6, 7] pour l’acce´le´ration des muons, ainsi qu’en
proton driver [8].
2 Calcul du champ dans les mailles FFAG




plan me´dian d’un aimant compose´ de N dipoˆles voisins comme en figure 2, en prenant en compte
le recouvrement des champs de fuite. La ge´ome´trie d’un dipoˆle est montre´e en figure 1 : le rayon
de re´fe´rence R0, l’angle de re´fe´rence ACN, et les angles ω
± servent au positionnement des limites
effectives de champ magne´tique (EFBs) pour les faces d’entre´e, de sortie et e´ventuellement late´rale.
Ces EFBs peuvent eˆtre courbe´es au moyen des parame`tres ge´moe´triques R1, R2, u1, u2, le parame`tre
Θ de´finit l’angle de coin. L’angle secteur total AT, sur lequel le champ magne´tique s’e´tend, prend en
compte l’extension des champs de fuite au droit des EFBs.
Le champ magne´tique en tout point (r, θ) (Fig. 3) du plan me´dian duˆ a` un dipoˆle (repe`re´ par l’index
i) d’un aimant multiplet s’e´crit sous la forme,
Bzi(r, θ) = Bz0,iFi(r, θ)Ri(r) (1)
ou` Bz0,i est un champ de re´fe´rence. Le facteur Ri(r) mode`lise la de´pendance radiale du champ. Dans
le cas de la proce´dure “FFAG”, Ri(r) est de la forme,
Ri(r) = (r/R0,i)Ki (2)
ou` R0,i est le rayon de re´fe´rence, Bz0,i le champ en r = R0,i, et Ki l’indice de champ. Pour la
proce´dure “DIPOLES”, on donne a` Ri(r) la forme d’un de´veloppement multipoˆles
Ri(r) = b0i + b1i(r −R0,i)/R0,i + b2i(r −R0,i)2/R20,i + ... (3)
Le facteur Fi(r, θ) mode`lise la de´pendance azimutale du champ. Son roˆle est de simuler la tombe´e
des champs de fuite aux EFBs, ainsi que la variation du champ dans les re´gions interme´diaires entre
deux dipoˆles voisins, comme suit.
2.1 Les champs de fuite
La tombe´e de champ de fuite (Fig. 4) pour une EFB particulie`re (entre´e, sortie ou late´rale) est
mode´lise´e par [9, p. 240],
FEFB(d) = 1 / (1 + exp[P (d)]) ,
P (d) = C0 + C1d/g + C2(d/g)


































































Fig. 1 – Description des parame`tres
ge´ome´triques d’un dipoˆle utilise´s dans les









Fig. 2 – De´finition d’un triplet de dipoˆles tel
que mis en oeuvre dans les proce´dures “FFAG” et
“DIPOLES”.
ou` d est la distance a` l’EFB qui de´pend de r et θ (Fig. 3). Le coefficient de normalisation g est
ge´ne´ralement homoge`ne au gap et peut eˆtre une fonction de r (voir plus bas). Un positionnement
Entrance
Lateral













Fig. 3 – Ingre´dients pour le calcul des facteurs
de champ de fuite.






          
  F_EFB   vs.   d/g                                          
Fig. 4 – Champ de fuite typique : FEFB(d/g).








ainsi en variant g la longueur magne´tique ne change pas, ce qui change c’est la raideur de la tombe´e
du champ de fuite. Une conse´quence pratique est que g peut eˆtre rendu de´pendant de r, ce qui est
4
le cas pour les aimants FFAG scaling dans lesquels le gap satisfait,
g(r) = g0(R0/r)
κ (5)
avec par exemple κ ≈ K dans la ge´ome´trie “gap shaping” ou κ = −1 dans le cas de la focalisation
verticale invariante, etc ...
Chacune des EFBs (Figs. 1 et 3) posse`de ses propres facteurs de champ de fuite FEntrance, FExit,
FLateral. En un point (r, θ), le facteur de forme duˆ a` un dipoˆle (i) du multiplet s’e´crit
Fi(r, θ) = FEntrance(r, θ)×FExit(r, θ)×FLateral(r, θ) (6)
2.2 Champ total a` une position arbitraire

















Il faut pre´ciser que cette me´thode ne repose pas sur le principe de superposition line´aire, il s’agit
d’une astuce destine´e a` obtenir une forme de champ re´aliste. En conse´quence de quoi, les coefficients
C0...C5 utilise´s dans l’e´quation 4 doivent eˆtre correctement choisis et peuvent par exemple provenir
de la simulation en 3-D du champ magne´tique par un code de calcul d’aimant.
Le champ ~B(r, θ, z) et ses de´rive´es ∂
k+l+m ~B
∂rk∂θl∂zm
sont de´duits par une extrapolation hors plan me´dian
en utilisant les e´quations de Maxwell. Cette proce´dure est illustre´e par la figure 5 dans le cas du
triplet DFD du FFAG a` protons de 150 MeV [10], sche´matise´ en Fig. 2, avec les champs de fuite de
la figure 4 et la fonction g(r) donne´e par l’e´quation 5.










* FFAG triplet. 150MeV machine                       *                          
Bz  (T)   vs.   theta  (rad)                                         
  Z=0                       (a) 
      BD                BD                    
                 BF                  










* FFAG triplet. 150MeV machine                      *                          
Bz (T) vs. theta  (rad)                                         
  Z=5cm                     (b) 
      BD                BD                    
                 BF                  
Fig. 5 – Champ magne´tique typique Bz(r, θ, z) observe´ a` la traverse´e du triplet FFAG (angle secteur de
30 degre´s) pour r = 4.87 m (re´gion de l’orbite ferme´e a` 50 MeV) pour (a) : z = 0 ou, (b) : z = 5 cm. Sur les
deux figures la courbe solide repre´sente le champ obtenu par la superposition des contributions de chacun des
dipoˆles qui sont repre´sente´s se´pare´ment par les courbes en pointille´s.
2.3 Calcul des de´rive´es de plan me´dian
Deux me´thodes ont e´te´ imple´mente´es pour calculer les de´rive´es du champ magne´tique dans le plan
me´dian (Eq. 8), l’une est base´e sur un traitement analytique utilisant la description ge´ome´trique de
5
l’aimant, l’autre est base´e sur une interpolation nume´rique. La premie`re me´thode a le me´rite d’assurer
une meilleure symplecticite´ par principe et un tracking plus rapide. L’inteˆret de la seconde me´thode
est de pouvoir facilement changer le mode`le du champ dans le plan me´dian Bz(r, θ), par exemple
pour la simulation de de´fauts, ou autre de´pendance spe´ciale en r et θ.
Interpolation nume´rique Le champ Bz(r, θ) de l’e´quation 7 est e´value´ aux n× n noeuds (n = 3 or
5 en pratique) d’une grille d’interpolation “volante” dans le plan me´dian, centre´e sur la projection
m0 de la position M0 de la particule, comme montre´ en figure 6. Un polynoˆme d’interpolation de la
forme,
Bz(r, θ) = A00 + A10θ + A01r + A20θ
2 + A11θr + A02r
2













m 1 BB1 3
2
particleδs
Fig. 6 – Me´thode d’interpolation. m0 et m1 sont les projections dans le plan median des positions successives
M0 et M1 d’une particule, se´pare´es par un pas d’inte´gration ∆s.
Formulation Analytique Les formules analytiques des de´rive´es du champ magne´tique imple´mente´es
dans le code source ont e´te´ obtenues en utilisant le logiciel Mathematica. Les ingre´dients de de´part
sont, d’une part les distances aux EFBs (Fig. 3),
d(r, θ) =
√
(x(r, θ)− x0(r, θ))2 + (y(r, θ) − y0(r, θ))2 (9)
qui sont calcule´es pour chacune des trois EFBs , dEntrance, dExit, dLateral, et d’autre part les
expressions des coordonne´es de la position M d’une particule et de sa projection sur l’EFB (indice
0) en fonction des parame`tres ge´ome´triques de l’aimant,
x(r, θ) = cos(ACN − θ)−R0
y(r, θ) = r sin(ACN − θ)
x0(r, θ) = sin(u) cos(u) (y(r, θ)− yb)/2 + xb sin2(u) + x(r, θ) cos2(u)
y0(r, θ) = sin(u) cos(u) (x(r, θ)− xb)/2 + yb cos2(u) + y(r, θ) sin2(u)
ou` xb, yb et u = ω
±−angle de coin, sont tire´s de la ge´ome´trie de l’aimant (angle secteur, angle de
























3 De´tails des calculs analytiques
Cette section donne les de´tails des calculs indique´s pre´ce´dement. La me´thode est base´e sur les
de´rivations succesives des fonctions, F (r, θ), P (r, θ), d(r, θ) (Eqs. 11).


























































(1 + exp[P (d)])2




































en tenant compte du signe de la distance d dans ces expressions.
Calcul des de´rive´es premie`res de d(r, θ)
Ge´ome´triquement d(r, θ) est la distance entre la projection m(x,y) dans le plan me´dian de la position
M(x,y,z) de la particule sur sa trajectoire et le point m0(x0, y0) qui est sa projection orthogonale sur
l’EFB dans un repe`re carte´sien.
Le calcul de d(r, θ) est le meˆme quelle que soit l’EFB, seules les constantes ge´ome´triques servant
a` la de´finir changent. Ces constantes sont montre´es sur la figure 1. La diffe´renciation des quantite´s
x(r, θ), y(r, θ), x0(r, θ), y0(r, θ) (Eq. 10) intervenant dans d(r, θ) (Eq. 9) donne
∂x(r, θ)
∂r
= cos(ACN − θ)
∂y(r, θ)
∂r




















= r sin(ACN − θ)
∂y(r, θ)
∂θ





















































(x− x0)2 + (y − y0)2



































































































× exp[P (d)](1 − exp[P (d)])
(1 + exp[P (d)])3
= − exp[P (d)]
(1 + exp[P (d)])3
(∂2P (d)
∂r2








= − exp[P (d)]
(1 + exp[P (d)])3
(∂2P (d)
∂θ2











































































en tenant compte du signe de la distance d dans ces expressions.

























= −r cos(ACN − θ)
∂2y(r, θ)
∂θ2











































(x− x0)2 + (y − y0)2
√











































(x− x0)2 + (y − y0)2
√
















(x− x0)2 + (y − y0)2

































































avec par ailleurs pour chacune des EFBs
∂2F
∂r∂θ









)(1 − exp[P (d)])
)















































Calcul de la de´rive´e croise´e de d(r, θ)
∂2x(r, θ)
∂r∂θ
= sin(ACN − θ)
∂2y(r, θ)
∂r∂θ


















































(x− x0)2 + (y − y0)2
√
















(x− x0)2 + (y − y0)2
3.4 Ordre 4
Les calculs pre´ce´dents ont e´te´ pousse´s jusqu’a` l’ordre 4, puisque le code de trace´ de trajectoires
concerne´ offre la possibilite´, sur option, d’exploiter le champ et ses de´rive´es a` l’ordre 4 dans la
re´solution de l’e´quation de Lorentz. Pour alle´ger ce rapport nous ne donnons pas les expressions de
ces de´rive´es (on peut consulter le FORTRAN source), ne´anmoins le fonctionnement est de´montre´ en
section 4.
4 Comparaison entre les de´rive´es Nume´riques et Analytiques
Dans cette section on de´montre le fonctionnemnt de ces outils par application a` la maille DFD
scaling du prototype de FFAG me´dical a` protons de 150 MeV de KEK (cf. Figs. 2, 5).
Les figures 7, 8, 9, nous montrent le trace´ des de´rive´es jusqu’a` l’ordre 4 calcule´es le long de
l’orbite ferme´e a` 43 Mev dans le triplet DFD, pour un pas d’inte´gration de ∆s=0.25 cm. Les traits
pleins repre´sentent les re´sultats du calcul par la me´thode analytique, les carre´s par l’interpolation
nume´rique.
Les deux me´thodes se superposent parfaitement ce qui est une bonne indication que
(i) les techniques de calcul sont correctes
(ii) le source a e´te´ correctement installe´
(iii) le programme peut eˆtre utilise´ avec un degre´ raisonnable de confiance.
5 Conclusion
Ces nouveaux outils ont e´te´ applique´s de fac¸on intensive a` plusieurs e´tudes de design :
- Prototype de FFAG scaling me´dical 150 MeV de KEK [5]
- FFAG 8-20 GeV non line´aire, non scaling, isochrone pour l’acce´le´ration des muons dans l’usine
a` neutrinos [6]
- Sa maquette en e´lectron 10-20 MeV [7]
Ils sont maintenant utilise´s aux e´tudes de design de FFAG proton driver 3-10 GeV [8], et sa
maquette en e´lectron 3-5 MeV [11] en collaboration avec RAL.
Ils font par ailleurs l’objet de de´veloppements supple´mentaires dans le cadre des activite´s FFAG
du projet RACCAM [1].
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NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -7.1967E-04     7.1896E-04                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            
  1042 points plotted                                                              Y-Min, max plo ted : -7.1967E-04 7.1896E-04
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            
  1042 points plotted                                                           
40 479133








NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
Y-Min, max plotted : -1.5861E-04     9.0208E-05                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plotted                                                   
     Y-Min, max plotted : -1.5107E-04     8.6514E-05                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plot ed                      










NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -5.2504E-05     5.0378E-05                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            
   133 points plotted                                                           
     Y-Min, max plotted :     -6.4468E-05     6.4724E-05                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            1042 points plot ed                        


















NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
     Y-Min, max plotted : -1.9988E-05     2.9882E-05                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                          Y-Min, max plo ted : -1.9988E-05 2.9882E-05
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                   
Fig. 7 – De´rive´es radiales premie`re a` quatrie`me ∂nBz/∂rn. En abscisse : azimut (rad) dans le tripet
DFD.







NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -9.4831E-05     1.4845E-04                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            
   133 points plotted                                                           
     Y-Min, max plotted :     -9.4981E-05     1.4845E-04                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            1042 points plot ed                        














NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
Y-Min, max plotted : -1.4820E-06     2.2470E-06                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plotted                                                   
     Y-Min, max plotted : -1.4751E-06     2.2386E-06                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plot ed                             










NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -2.1093E-08     3.0957E-08                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            
  1042 points plotted                                                           
     Y-Min, max plotted :     -1.8215E-08     2.5853E-08                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            133 points plot ed                        












NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
     Y-Min, max plotted : -2.7343E-10     3.8089E-10                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                          Y-Min, max plo ted : -3.9357E-10 5.8826E-10
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plotted                                                   Fig. 8 – De´rive´es azimu ales premie`re a` quatrie`me ∂nBz/∂θn. En abscisse : azimut (rad) dans le
tripet DFD.
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NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -1.5329E-05     1.5121E-05                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            
   133 points plotted                                                           
     Y-Min, max plotted :     -1.5726E-05     1.5730E-05                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            1042 points plot ed                        


















NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
     Y-Min, max plotted : -6.0711E-06     3.5621E-06                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plotted                                                          Y-Min, max plo ted : -5.3057E-06 3.1687E-06
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                   














NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -3.5581E-07     3.5750E-07                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            
   133 points plotted                                                             Y-Min, max plo ted : -3.8638E-07 3.8653E-07
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            
  1042 points plotted                                                           










NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
     Y-Min, max plotted : -2.5936E-06     2.5878E-06                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plotted                                                   Y-Min, max plo ted : -2.2361E-06 2.2481E-06
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                   


















NoDate...                                                                       vs.                                            
*                                                    *                          
     Y-Min, max plotted :     -9.7211E-09     9.7231E-09                        
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5236                            
  1042 points plotted                                                              Y-Min, max plo ted : -6.0292E-09 6.3688E-09
     X-Min, max plotted :       0.000         0.5239                            
   133 points plotted                                                           








NoDate...                                                   vs.                                            
*                         *                          
Y-Min, max plotted : -1.2909E-07     9.0333E-08                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5239                            133 points plotted                                                   
     Y-Min, max plotted : -1.8117E-07     1.2208E-07                        
  X-Min, max plotted :   0.000         0.5236                            1042 points plot ed                      
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